Analysis I+1I, SS 98 — WS 1998/99

Dr. Rolf Busam

Test- und Wiederholungsfragen

Die Fragen sollen Thnen die Wiederholung des Stoffes erleichtern, zur Selbstkontrolle, zur Vorberei-
tung auf die Klausuren und zu Priifungsvorbereitungen dienen. Beachten Sie, dafl die Reihenfolge
der Fragen nicht in allen Fillen dem Gang der Vorlesung entspricht.
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Axiomatische Einfiihrung der reellen Zahlen

. Was bedeutet es, dal die Menge R der reellen Zahlen einen Koérper bildet?

Nennen Sie noch einige (mindestens 3) vom Korper R der reellen Zahlen verschiedene Korper.

Die Rechenregeln (z,y € R) 0-2 =0, (-1)(-1) =1lund 2y =0 <=z =0odery = 0
(Nullteilerfreiheit) sollten Sie ohne Probleme nachweisen konnen.

Was wissen Sie iiber die Elementanzahl eines endlichen Koérpers? Gibt es einen Kérper mit
4, 65536 oder 65537 Elementen? Welches ist der einfachste Korper, den man sich vorstellen
kann?

Was bedeutet es, da3 R ein angeordneter Korper ist?

Gibt es aufler R auch andere angeordnete Korper? Nennen Sie Beispiele.

Die Rechenregeln fiir angeordnete Korper sollten Thnen gelidufig sein.

Warum 148t sich ein endlicher Kérper nicht anordnen?

Wie ist der Betrag einer reellen Zahl definiert? Welche (Haupt-)Eigenschaften hat er?
Wie lautet die Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen?

Wie lautet die Dreiecksungleichung fiir Abschitzungen nach unten?

Erkldren Sie, warum die Zuordnung d : R x R = R, d(a,b) = |a — b| die folgenden Eigen-
schaften hat:

M : d(z,y) > 0und (d(z,y) =0<= 2z =1y)
My : d(z,y) = d(y, ) fir alle z,y € R
Ms : d(z,2) <d(z,y) + d(y, 2) fir alle z,y, z € R. (Dreiecksungleichung)

Was ist ein metrischer Raum? Warum ist R mit d(a,b) = |a — b| ein metrischer Raum?
Kennen Sie weitere metrische Raume?

Was besagt das Vollstindigkeitsaziom fir R?

Wie sind sup M und inf M fiir eine beschriinkte Teilmenge () # M C R definiert?
Wie lautet die e- Charakterisierung von sup M und inf M?

Zeigen Sie: inf{1,%,%,%,...} =0

Was ist der Unterschied zwischen sup M und max M?
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Welche Intervalltypen sind Thnen bekannt? Wie lassen sich Intervalle charakterisieren? Wann
ist die Lange eines Intervalls definiert?

Im folgenden sind Eigenschaften zusammengestellt, die alle zum Vollstindigkeitsaziom (=Su-
premumsaziom) der reellen Zahlen #quivalent sind:

(a) Vollstindigkeitsaziom: Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt
eine kleinste obere Schranke (Supremum).

(b) Schnittaziom: Sind A, B zwei nichtleere Teilmengen von IR mit den Eigenschaften:
i. AUB=R
ii. Fiir alle a € A und alle b € B ist stets a < b.

Dann gibt es ein (eindeutig bestimmtes) ¢ € R mit a < ¢ < b fiir alle a € A und
b € B. (Bem.: Man nennt dann das Paar (A, B) einen Dedekindschen Schnitt und ¢
Schnittzahl.)

(¢) Jede monoton wachsende nach oben beschrénkte Folge reeller Zahlen ist konvergent.

(d) Es gilt das Intervallschachtelungsprinzip und die Archimedische Figenschaft, d.h. die
Folge (n) der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrinkt.

(e) Jede Cauchy-Folge konvergiert und es gilt die Archimedische Eigenschaft.

Versuchen Sie, die Aquivalenz durch einen Ringbeweis zu zeigen.

Natiirliche Zahlen (vollstindige Induktion), ganze Zah-
len, rationale Zahlen

Was ist eine induktive Teilmenge von R (Z&hlmenge, Nachfolgermenge)?

Wie ist die Menge IN der natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R charakterisiert?

Warum ist eine Teilmenge W C N mit den Eigenschaften

(a) 1e W
(b) Firallewe Wgit w+1eW.

stets mit IN identisch?
Warum gibt es keine natiirliche Zahl n mit 1 < n < 2?
Was besagt das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion?

Konnen Sie auf Anhieb die Formel

ik(k +1)(k+2) =1in(n+1)(n+2)(n+3)
k=1

beweisen?

Welche Varianten des Beweisprinzips der vollstindigen Induktion sind Thnen bekannt? Wie
kann man Sie auf das urspriingliche Prinzip zuriickfiihren?

Wie sind die Zahlen C}} des Pascalschen Dreiecks definiert?
Wie lautet die binomische Formel (der binomische Satz)?

Wie sind die Binomialkoeffizienten (Z) definiert? Warum stimmen Sie mit den Pascalzahlen
CR iberein?



31. Welche kombinatorische Bedeutung hat der Binomialkoeffizient (})?

32. Die folgenden Formeln sollten Sie kennen, beweisen und anwenden kénnen:

() =2 = 0sken

(k:)*@:(n:l) (1<k<n)

n
Z (n) =on (Kombinatorische Deutung?)

i(_nk(;l) =0

k=0

33. Zeigen Sie: Die Anzahl der injektiven Abbildungen von {1,... ,k}in {1,2,... ,n}ist P(n,k) =
nn—1)---(n—k+1) = k!(}). (P(n,k) ist die Anzahl der geordneten Stichproben aus
M ={1,2,...,n} vom Umfang k ohne Wiederholung)

34. Zeigen Sie: Die Anzahl der geordneten Stichproben aus M = {1,2,...,n} vom Umfang k
mit Wiederholungen ist W (n, k) = n*.

35. Zeigen Sie: Die Anzahl der ungeordneten Stichproben aus M = {1,2,... ,n} ohne Wieder-
holung ist ()

36. Was besagt der Wohlordnungssatz fiir die Menge IN der natiirlichen Zahlen? Inwiefern ist er
zum Beweisprinzip der vollstandigen Induktion dquivalent?

37. Nennen Sie ein Beispiel fiir die Anwendung des Wohlordnungssatzes.
38. Was bedeutet: Der Korper R der reellen Zahlen ist archimedisch geordnet?
39. Konnen Sie beweisen, daf} es zu jeder reellen Zahl z eine natiirliche Zahl n mit n > z gibt?

40. Kennen Sie ein Beispiel fiir einen Korper K, der zwar angeordnet ist, aber nicht archimedisch
angeordnet ist?

41. Wie sind die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen @ als Teilmengen von R definiert?
42. Welche algebraische Struktur besitzen Z bzw. Q7

43. Was besagt die Aussage ,,Q ist dicht in R“? Kénnen Sie das beweisen?

44. Warum liegen die irrationalen Zahlen R — @ dicht in R?

45. Konnen Sie zeigen, daf3 es keine rationale Zahl z gibt mit 3 = 2? Gibt es ein reelles # mit
dieser Eigenschaft?
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Einige niitzliche Ungleichungen

Beweisen Sie die Ungleichung fiir das arithmetische Mittel: Fiir a < b gilt a < “T“’ <b.

Formulieren und beweisen Sie die Ungleichung zwischen harmonischem, geometrischem,
arithmetischem und quadratischem Mittel zweier Zahlen. (vgl. Ubungsblatt 1)

Formulieren und beweisen Sie die Bernoullische Ungleichung.

Beweisen Sie folgenden Spezialfall der Youngschen Ungleichung:
L, 2 2
jabl < 3 (af? + )

Formulieren und beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Konvergente Folgen (von reellen Zahlen)

Beachten Sie, daf} vieles auch fiir Folgen von komplexen Zahlen gilt, vgl. Abschnitt 9.
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Wann nennt man eine Folge (a,,) reeller Zahlen konvergent, wann divergent?

Was bedeutet die Aussage: ,,Die (reelle) Zahlenfolge (a,,) ist konvergent mit dem Grenzwert
a (a € R)“?

Was versteht man unter einer - Umgebung einer reellen Zahl a?
Was versteht man unter einer e- Umgebung einer komplexen Zahl a?

Was bedeutet die Aussage: ,Fast alle (oder schliefllich alle) Folgenglieder der Folge (a;)
liegen in U, (a)“?

Wie kann man die Aussage: ,,Die Folge (a,,) konvergiert gegen a“ mit Hilfe von e-Umgebungen
und dem Begriff Fast alle formulieren?

Daf eine Folge (a,) nicht gegen a € R konvergiert bedeutet:

O Es gibt eine e-Umgebung U, (a), so daB fiir unendlich viele n € N gilt a,, & U.(a).
O Es gibt eine e-Umgebung, so daf} es zu jedem N € N ein n > N gibt mit a,, € U-(a).
O Zu jedem N gibt es ein € > 0, so daB fiir ein n > N gilt a,, € U:(a).

Warum hat eine Folge (a,,) hochstens einen Grenzwert? Was besagt die Hausdorffsche Tren-
nungseigenschaft fir R (fir C) ?

Warum ist eine konvergente Folge beschrinkt?

Was besagen die Rechenregeln fiir konvergente Folgen? Sie sollten diese Regeln beweisen
konnen.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Konvergenz einer Folge (a,) gegen a € R
(bzw. a € C) und der Konvergenz der Folge (ay, — a)?

Was ist eine Nullfolge?

Folgt aus der Konvergenz von (|a,|) stets auch die Konvergenz von (a,,)? (Begriinden Sie die
Antwort durch ein (Gegen)Beispiel.) Unter welchen Zusatzvoraussetzungen ist das richtig?

Was versteht man unter einer Teilfolge einer Folge? Warum konvergiert jede Teilfolge einer
konvergenten Folge gegen den Grenzwert der ganzen Folge?
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Formulieren Sie ein Divergenzkriterium mittels Teilfolgen.
Formulieren und beweisen Sie das Sandwich-Theorem. Geben Sie ein Anwendungsbeispiel.

Was besagt der Satz iiber die Monotonie des Grenzwerts? Geben Sie ein Beispiel an fiir zwei
Folgen (ay) und (by), fiir die ap < by gilt fiir alle k£ € N, aber dennoch ILm anp = ILm by,
gilt?

Was ist der Unterschied zwischen einer Folge und der Menge ihrer Folgenglieder?

Warum #ndert sich das Konvergenzhalten und der Grenzwert einer Folge (a,) nicht, wenn
nur endlich viele Folgenglieder verdndert werden?

Wachstumsgeschwindigkeit: Fiir zwei Folgen (a,) und (b,), die iiber jede Grenze wachsen,
fithren wir folgende Sprechweise ein: (b,) wichst schneller (gegen unendlich) als (a,), wenn

(‘b‘—:) eine Nullfolge ist.

Zeigen Sie, daf} in der folgenden Liste jede Folge schneller (gegen unendlich) wichst als die
vorangehende:

(nP) mit p € N; (¢™) mit ¢ > 1; (n!); n"; on"
Folgende Grenzwerte sollten Sie berechnen kénnen:

. 0, falls |q| <1,
(a) lim ¢" =
n—00 1, fallsq¢=1.
Fiir |g| > 1 wichst (|¢"|) tiber jede Grenze, fiir ¢ = —1 ist die Folge (¢™) divergent.

(b) lim £ =0 fiir alle z € R,
n—oo *
(¢) lim {/a =1 fiir jedes a > 0,
n—oo
(d) lim 3/n=1,
(e) lim - =0 fiir jedes @ € Q, a > 0,
n— o0
(f) lim nPg" =0, falls |¢| <1, p € N,
n—
(g) li_>m Yam + b = max{a, b} fiir a,b > 0,
n o0
(h) nllbnolo Vn! - 0,
Fiir jedes a > 0 und jedes k € N konvergiert die durch zo = a + 1 und z,;; = (k;i)k#

definierte Folge (x,) monoton fallend gegen die eindeutig bestimmte Losung x > 0 der
Gleichung z* = a. Erlsiutern Sie, wie man nach dem Vorbild der alten Babylonier im Fall
k = 2 auf diese Rekursionsformel kommen kann. (Das Newton-Verfahren ist erst im Dunst
zu sehen.) Berechnen Sie Naherungswerte fiir v/2 und /2 mit (absolutem) Fehler < 21076.

Konvergenzkriterien

Was besagt das Monotonieprinzip?

Konnen Sie beweisen, daf eine monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge (ay,) reeller
Zahlen stets gegen sup{ai,as, ...} konvergiert?

Was besagt das Intervallschachtelungsprinzip?

Erkldren Sie es am Beispiel der Folgen:
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(@) an =€ =1+ " by=er:=(1+21)n+1)

b) a, := E, := L bp:=Ef:=E,+ -
k! n

nn!

Sie sollten zeigen konnen, daf fiir alle n € N gilt 2 <e, < E, < 3.

Zeigen Sie mit Hilfe Sandwich-Theorems:

oy Lo _ o o o e ok
©= mn k)" = i B = i B = e

Zeigen Sie fiir n > 1:
n
1 1
O<e— — < — 1
¢ l;)k!_nn! (1)

Folgern Sie aus (1), dafl die Fulersche Zahl e irrational ist.

Was besagt das Prinzip von Bolzano- Weierstraf fiir Folgen? Konnen Sie das beweisen?
Was ist eine Cauchy-Folge?

Warum ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge?

Konnen Sie eine Cauchy-Folge von rationalen Zahlen angeben, deren Grenzwert keine ratio-
nale Zahl ist?

Was besagt das Cauchysche Konvergenzkriterium?
Zeigen Sie: Jede Cauchy-Folge ist beschrénkt.

Zeigen Sie: Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge. (Den
Grenzwert einer solchen Teilfolge nennt man Héiufungswert der urspriinglichen Folge.)

Zeigen Sie: Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy-Folge gegen a, dann konvergiert auch die
ganze Folge gegen a.

Folgern Sie aus den letzten 3 Aufgaben, daf jede reelle Cauchy-Folge gegen eine reelle Zahl
konvergiert. Wo scheitert der Beweis, wenn reell jeweils durch rational ersetzt wird?

Nennen Sie zwei Beispiele fiir die Anwendung des Cauchy-Kriteriums.

Was versteht man unter dem Hiufungswert einer Folge? Wie lassen sich Hiaufungswerte
charakterisieren?

Warum hat eine beschriinkte Folge stets einen grdfiten und kleinsten Hiufungswert (lim sup
und lim inf)? Wie lassen sich diese charakterisieren?

Die Divergenz einer reellen Folge (a,) bedeutet:

O Die Betrige der Folgenglieder streben gegen unendlich.
O In jeder Umgebung U.(a) (a € R beliebig, € > 0) liegen nur endlich viele Folgenglieder.
O Die Folge (ay,) ist keine Cauchy-Folge.
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Reihen

Was versteht man unter der einer Folge (a) zugeordneten Reihe?
Welche Symbolik wird dabei verwendet?
Wann heifit eine Reihe )" (ay) konvergent?

Warum &ndert sich das Konvergenzverhalten einer Reihe nicht, wenn man endlich viele
Glieder der Reihe abindert? Beachten Sie, dafl sich dabei der Wert der Reihe sehr wohl
adndern kann.

Welche Rechenregeln fiir (konvergente) Folgen lassen sich unmittelbar auf (konvergente)
Reihen {ibertragen?

Erklidren Sie, weshalb die Abbildung

> : Abb(N,R) — Abb(N,R)
(ax) — (sp) =(a1+as+...+ay)
bijektiv ist (Tip: Teleskop-Trick).

Was ist der Unterschied zwischen einer Reihe und ihrem Wert (Grenzwert, Summe)? Bem.:
In der Literatur wird jedoch hiufig dasselbe Symbol verwendet!

Fiir welche q € R ist die geometrische Reihe Y ¢* konvergent?

Zeigen Sie, daB fiir |¢| < 1

Z T = 1—g¢q
k=0
gilt.
Warum ist bei einer konvergenten Reihe > (ay) die Folge (a) stets eine Nullfolge?

Warum ist bei einer konvergenten Reihe ) (ay) die Folge (r,,) der Reihenreste eine Nullfolge?

(Die Folge (ry,) ist definiert durch die Gleichung s, +r, = >_ ag)
k=1

Was versteht man unter einer teleskopischen Reihe? Wie kann man deren Summe leicht
berechnen?

o0
Zeigen Sie, dafl ) m konvergiert, und daf} " m =1 gilt. Folgern Sie daraus, daf}
k=1

auch Y 77 konvergiert.

Zeigen Sie:
LI
Pt k(k+2) 4
Zeigen Sie am Beispiel der harmonischen Reihe %, daf} die Konvergenz von (ay) gegen

k=1
Null nur eine notwendige Bedingung ist, aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz von

Zak.

Wie kann man das Cauchy-Kriterium fiir Reihen (um)formulieren?

Wann heifit eine Reihe > ay absolut konvergent?
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Welche Konvergenzkriterien sind Thnen bekannt? (Mindestens 4)

Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, daf3 aus der absoluten Konvergenz einer Reihe
stets die Konvergenz folgt. Kennen Sie (fiir Reihen mit reellen Summanden) einen anderen
Beweis?

Was besagt das allgemeine Vergleichskriterium fiir Reihen (Majoranten-, Minorantenkrite-
rium)?

Entscheiden Sie mit Majoranten- und Minorantenkriterium, welche der folgenden Reihen
konvergieren:

;kﬂog(k)’ ;k+[k]’ ;?

Beweisen Sie: Wenn )" a; absolut konvergiert, dann konvergiert auch ) a} (n € N) absolut.
Was besagt das Wurzelkriterium? Wie lautet seine Limesform?
Was besagt das Quotientenkriterium? Wie lautet seine Limesform?

Entscheiden Sie mit Wurzel- und Quotientenkriterium, welche der folgenden Reihen konver-
gent sind:

n n,, n . nn
Zm n! (z € C); an (x € C); ZW
Wie lautet das Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen? Geben Sie ein Anwendungsbei-
spiel.

Was besagt das Verdichtungskriterium? Wie kann man damit die Konvergenz bzw. Divergenz
der Reihen ) k%, a € Q, zeigen?

Fiir jedes = € IR sei die Folge (axz*) eine Nullfolge. Warum ist dann die Reihe ) (azz*) fiir
alle z € R absolut konvergent?

Wie ist die exp- Funktion definiert? Warum konvergiert die Reihe fiir alle x € R? Nennen Sie
einige Eigenschaften von exp. Durch welche Eigenschaften ist exp : R — R charakterisiert?

Wie ist die Gaufklammer [z] definiert?

Was versteht man unter der g-al-Entwicklung einer reellen Zahl x > 07 Ist sie eindeutig?
Wie erhilt man sie? Warum kann man sich auf z mit 0 < x < 1 beschrinken?

Wie kann man die rationalen Zahlen innerhalb der reellen Zahlen durch ihre g-al Entwicklung
charakterisieren?

Warum bilden die absolut konvergenten Reihen einen Vektorraum?

Abbildungen, Abzihlbarkeit

Was versteht man unter einer Abbildung f von einer Menge X in eine Menge Y7

Wie a8t sich der Begriff Abbildung mathematisch exakt definieren? (vgl. hierzu: Mengen,
Abbildungen und Beweise, §1)

Was ist der Definitionsbereich einer Abbildung? Wie unterscheidet sich der Zielbereich Y
von der (genauen) Wertemenge W (f) von f?
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Wann nennt man eine Abbildung f : X — Y injektiv, surjektiv oder bijektiv? Geben Sie
jeweils Beispiele.

Was versteht man unter dem Bild einer Teilmenge A C X7?
Wie ist fiir Funktionen f: X — Y das Urbild f~1(D) fiir D C Y definiert?

Wie ist die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung f : X — Y definiert? Warum ist
sie wieder bijektiv? Wie 148t sie sich charakterisieren?

Beweisen Sie: Fiir f:{1,2,... ,n} = {1,2,...,n} sind dquivalent:

(a) f ist bijektiv.
(b) f ist injektiv.
(c¢) f ist surjektiv.

Was versteht man unter dem cartesischen Produkt X x Y zweier Mengen X und Y?
Beweisen Sie den Hauptsatz:

(a) Sind X und Y hochstens abzihlbare Mengen, dann ist auch das cartesische Produkt
X x Y hochstens abzihlbar.

(b) Ist fiir jedes n € N die Menge X,, hochstens abzihlbar, dann ist auch X = G X,

hochstens abzéhlbar. "
Geben Sie nach Mdoglichkeit 2 verschiedene Beweise fiir die Abzdhlbarkeit von N x IN
Erlautern Sie, warum Z, Z x Z und Q abzdhlbar sind.

Geben Sie ein Beispiel fiir eine iberabzdhlbare Menge an.

Erldutern Sie, warum das Intervall [0, 1] iiberabzihlbar ist. Warum ist damit dann auch
[0,1] = [0, 1{U{1} tiberabzéhlbar, und dann auch jedes kompakte Intervall [a,b] C R (a < b)?

Wann heift eine reelle (oder komplexe) Zahl « algebraisch, wann transzendent?

Wie kann man aus der Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen auf die Existenz von tran-
szendenten Zahl schlieflen?

Nennen Sie Beispiele fiir transzendente Zahlen (ohne Beweis!).

Erkliren Sie, warum die Potenzmenge P(X) :={Y; Y C X} einer Menge gleichmichtig ist
zur Menge Abb(X,{0,1}), und folgern Sie, dafl X und P(X) nicht gleichmichtig sind.

Umordnungssétze fiir Reihen

Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dal man in einer konvergenten Reihe vorhandene Klammern
nicht ohne weiteres weglassen darf.

Formulieren Sie ein Assoziativgesetz fiir konvergente Reihen

Geben Sie ein Beispiel fiir eine konvergente Reihe und eine ebenfalls konvergente Umordnung
dieser Reihe an, wobei die Umordnung aber einen anderen Wert hat.

Was ist eine bedingt konvergente Reihe?
Was besagt der Riemannsche Umordnungssatz?

Was besagt der kleine Umordnungssatz? Konnen Sie ihn beweisen?
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Was besagt der groffe Umordnungssatz? Inwiefern beinhaltet er ein allgemeines Distributiv-
gesetz fiir (konvergente) Reihen?

Was besagt der Doppelreihensatz? Inwiefern ist er ein Spezialfall des grolen Umordnungs-
satzes?

Wie folgt aus ihm der kleine Umordnungssatz?

Sind ) (ax)r>0 und Y (bg)r>o0 absolut konvergente Reihen und ist p, = (po,p1,.-..) irgend-
eine Anordnung der Produkte akbl, k,l e No, dann ist die Reihe Y p, ebenfalls absolut

konvergent, und es gilt Z Pp = E ay - E b;.
n=0 k=0 =0

Was versteht man unter dem Coauchy-Produkt zweier Reihen ) (ag) und > (bx)?

Warum ist das Cauchy-Produkt von zwei absolut konvergenten Reihen wieder absolut kon-
vergent?

Geben Sie ein Beispiel fiir zwei konvergente Reihen an, deren Cauchy-Produkt divergiert.

Zeigen Sie, da8 fiir |g| < 1 gilt:

(2 () e

Beweisen Sie die Funktionalgleichung exp(z) exp(y) = exp(x + y) der Exponentialfunktion.

Komplexe Zahlen

Geben Sie (mindestens) 2 Motive zur Einfithrung der komplexen Zahlen an.
Geben Sie (mindestens) eine Konstruktion des Kérpers C der komplexen Zahlen an.
Warum 148t sich der Kérper € der komplexen Zahlen nicht anordnen?

Begriinden Sie, warum die Abbildung ¢ : C — C, z = x + iy — x — iy ein involutorischer
Automorphismus ist, der R elementweise fest 143t.

Weisen Sie die folgenden Eigenschaften des Betrags einer komplexen Zahl nach (z,w € C):
2] =0 <= 2=0, |zw| = |z] |w]|
|z +w| < [z] + [w], llz] = w]| < |2+ w]|

Was versteht man unter der e-Umgebung einer komplexen Zahl a?

Begriinden Sie, warum eine Folge (z,) von komplexen Zahlen genau dann konvergiert, wenn
die Folgen (Re(zy)) und (Im(z,)) konvergieren und warum gegebenenfalls gilt

lim z, = hm Re(zp) +1 lim Im(zy,).
n—oo n—oo

Warum ist in C jede Cauchy-Folge konvergent?

Welche Konvergenzkriterien fiir Reihen mit reellen Gliedern lassen sich sofort auf Reihen
mit komplexwertigen Gliedern iibertragen?

10



10

169.
170.
171.
172.
173.
174.
175.
176.

177.
178.
179.
180.
181.

182.

11

183.
184.
185.
186.

187.

188.

189.
190.
191.
192.

Stetigkeit, Grenzwerte

Konnen Sie nachweisen, dafl der Begriff der Folgenstetigkeit zur e-J-Stetigkeit dquivalent ist?
Was bedeutet: ,,Stetigkeit (an einer Stelle) ist eine lokale Eigenschaft?

Was besagt der Zwischenwertsatz?

Was besagt der Umkehrsatz?

Warum hat eine stetige Abbildung f : [0,1] — [0, 1] stets einen Fixpunkt?

Was besagt der Nullstellensatz von Bolzano?

Konnen Sie ihn anwenden, um die Existenz von n-ten Wurzeln aus a € R4 zu zeigen?

Nennen Sie Haupteigenschaften von stetigen Funktionen f : [a,b] — R ([a, b] kompaktes
Intervall).

Was gesagt der Nullstellensatz bzw. der Identitéitssatz fiir Polynome?

Nennen Sie die Definition und die Haupteigenschaften des natiirlichen Logarithmus.
Warum ist In : R} — R stetig?

Wie ist a” definiert?

Warum hat jede von der Nullfunktion verschiedene stetige Funktion f : R — R mit f(x +
y) = f(z)f(y) fiir alle z,y € R und f(1) = a (a > 0) die Gestalt f(z) = a®*?

Zwischen dem Logarithmus von z € R4 zur Basis b (log) und dem natiirlichen Logarithmus
(In) besteht die Beziehung

lo m_ln_x
= o

Funktionenfolgen, Funktionenreihen, Potenzreihen, Win-
kelfunktionen

Was versteht man unter der Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion?

Was ist ein normierter Raum?

Weisen Sie die Normeigenschaften fiir die Supremumsnorm nach.

Eine Folge (f,,) von beschrinkten Funktionen f,, : D — C konvergiert genau dann gleichmifig,
wenn die Folge || fr]|co eine Cauchyfolge ist.

Warum besitzt eine (lokal) gleichméBig konvergente Folge von stetigen Funktionen eine ste-
tige Grenzfunktion?

Worin besteht der Unterschied zwischen der punktweisen und der gleichm&figen Konvergenz
einer Funktionenfolge?

Was besagt der Weierstraflsche Majorantentest fiir Funktionenreihen?
Erldutern Sie den Begriff Potenzreihe und Konvergenzradius einer Potenzreihe.
Welche Formeln fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe sind Thnen bekannt?

Was besagt das Abelsche Lemma (fiir die Konvergenz eine Potenzreihe)?

11



193.
194.
195.
196.
197.

198.
199.

200.
201.
202.

203.

204.
205.
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206.

207.

208.
209.

210.
211.
212.

Wie ist die reelle bzw. komplexe Exponentialfunktion definiert?
Wie lautet die Definition von cos : R = R bzw. sin : R — R?
Was besagt die Eulersche Formel fiir cos und sin?

Wie sind cos und sin im Komplexen definiert?

Wie lauten die Additionstheoreme der reellen Winkelfunktionen? Konnen Sie sie beweisen?
Gelten sie auch im Komplexen?

Wie ist Zahl /2 in der Vorlesung definiert worden?

Warum haben cos und sin die Periode 27 und allgemeiner die Perioden 27, [ € Z? Warum
gibt es keine anderen Perioden?

Wie sind die Arcus-Funktionen definiert? (arcsin, arccos, arctan)
Wie sind die (reellen) hyperbolischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen definiert?

Begriinden Sie, warum die binomische Reihe Y 77 (§)z* (o € R) den Konvergenzradius 1
hat, und warum fiir |z| < 1 gilt

(1+2)° = i (Z)x’“

k=0
Geben Sie die Potenzreihenentwicklungen fiir v/1 + 2 und ﬁ um z =0 an.

Was besagt der Abelsche Grenzwertsatz?

Begriinden Sie mit dem Abelschen Grenzwertsatz und der Reihenentwicklung von arctan(z)

umz=0,daBgilt F=1-1+1 -1+

Integration (einschliefllich uneigentlicher Integrale)

Was versteht man unter einer Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R, und wie ist ihr Integral erklért?
Warum ist das Integral unabhéngig von der zugrundeliegenden Zerlegung von [a, b]?

Welche Haupteigenschaften hat die Abbildung I : T'([a,b]) — R, ¢t — I(t) im Raum der
reellwertigen Treppenfunktionen T'([a, b])?

Was ist eine Regelfunktion, und wie wird ihr Integral erklart?

Ist (t) eine Folge von Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R, die gleichmiBig gegen die Re-
gelfunktion f : [a,b] = R konvergiert, dann ist die Folge (I(¢,)) der Integrale konvergent
und

I(f) := lim I(t,)

n—oo

ist unabhingig von der approximierenden Folge von Treppenfunktionen.
Was bedeutet es, dafl das Regelintegral ein lineares monotones beschrinktes Funktional ist?
Was besagt die Standardabschétzung fiir Integrale?

Ist (f) eine Folge von Regelfunktionen f, : [a,b] — R, die gleichmiBig gegen f : [a,b] = R
konvergiert, dann ist f ebenfalls eine Regelfunktion und es gilt

Tim 1(f,) = I(f) = I( lim_f,)

(Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung bei gleichmiBiger Konvergenz.)

12



213.

214.

215.
216.
217.
218.
219.
220.
221.
222.
223.
224.
225.

226.

227.
228.

229.
230.

231.

232.
233.
234.
235.
236.

237.

Geben Sie ein Gegenbeispiel an, dafl dieser Satz bei nur punktweiser Konvergenz i.a. falsch
ist.

Welche wichtigen Klassen von Funktionen auf [a, b] sind Regelfunktionen?

Berechnen Sie mit dem Vertauschungssatz f(f exp(t)dt. (Tip: Potenzreihenentwicklung)
Was ist ein Banachraum?

Warum ist der Raum R([a, b]) der Regelfunktionen auf [a, b] ein Banachraum?

Kennen Sie weitere Beispiele von Banachriumen?

Warum ist der Vektorraum T'([a, b]) der Treppenfunktionen auf [a, b] kein Banachraum?
Gibt es auch unstetige Funktionen f : [a,b] — R, die Stammfunktionen besitzen?

Was ist der Inhalt des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung?

Was bedeutet die Aussage ,Integration gléattet“?

Was besagt die Regel tiber partielle Integration?

Was besagt die Substitutionsregel?

Was besagt der Satz iiber die Existenz- und Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung von
rationalen Funktionen?

Aus welchen Funktionstypen setzt sich eine Stammfunktion einer rationalen Funktion f
(einer Verdnderlichen) i.a. zusammen?

Was besagt die Trapezregel fiir die Integration einer Funktion f : [a,b] — R?

Was besagt die Keplersche Fafiregel (Simpson-Regel) fiir die Integration einer Funktion f :
[a,b] — R?

Warum werden durch die Keplersche Fafiregel auch Polynome vom Grad 3 exakt integriert?

Welche Typen von uneigentlichen Integralen sind Thnen bekannt? Geben Sie jeweils ein
Beispiel.

Begriinden Sie, warum das (doppelt) uneigentliche Integral

/ t*~ ! exp(—t)dt
0

fiir alle z > 0 existiert (konvergiert).

Nennen Sie die Eulersche Definition und die Haupteigenschaften der I'-Funktion.

Was besagt der Satz von Bohr-Mollerup?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der I'-Funktion und der Eulerschen Beta-Funktion?
Wie lautet die Gau8sche Produktdarstellung von I'?

Geben Sie eine Produktdarstellung von % an, aus welcher man die Nullstellen von % ablesen
kann.

haben Sie eine Beweisidee fiir den Eulerschen Erginzungssatz

I(z)[(1 - z) =

sin(mz) (zeR-2Z)?

13



238.
239.

240.
241.
242.
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243.

244.
245.
246.

247.
248.

249.

250.

251.
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252.
253.

254.
255.
256.
257.

258.

259.

Aus dem Ergéinzungssatz ergibt sich sofort ['(3) = /.

Konnen Sie diesen Funktionswert auch anders berechnen? (z.B. mit der Wallisschen Pro-
duktformel fiir 7)
Wieviele Stellen im Dezimalsystem hat 1.000.000! ?

Welche Grofienordnung hat die Zahl 5k (50), allgemeiner 2 (>%)?

n

Wie lautet die Stirlingsche Formel? Geben Sie eine Beweisskizze.

Taylorsche Formel und Taylorreihen

Was versteht man unter dem n-ten Taylorpolynom einer Funktion f € C"(M;C) zu einer
Stelle a € M (M C R ein echtes Intervall)? Geben Sie Beispiele.

Was besagt der Taylorsche Satz?
Welche Formen fiir das Restglied sind Ihnen bekannt?

Nennen Sie einige Anwendungen der Taylorschen Formel mit Restglied, insbesondere auch
ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremwerte.

Was besagt der Eindeutigkeitssatz iiber die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe?

Wann konvergiert die Taylorreihe einer Funktion f € C°°(M; C) und stellt die Funktion dar?
(Hinreichendes Kriterium)

Wie lautet das Cauchysche Gegenbeispiel fiir eine Funktion f € C®(IR;RR), fiir welche die
Taylorreihe zum Entwicklungspunkt O fiir alle z € R konvergiert, die Reihe aber in keinem
vom Nullpunkt verschiedenen Punkt die Funktion darstellt?

Die Taylorreihen der Standardfunktionen sollten Thnen geliufig sein (exp, sin, cos, sinh, cosh,
In, arctan, ... )

Welche Methoden verwendet man (hiufig mit Erfolg), um die Taylor-Reihen von Funktionen
zu ermitteln?

Differentialrechnung

Was besagt der Aquivalenzsatz fiir differenzierbare Funktionen?

Wie ist das Differential einer im Punkte a € D differenzierbaren Funktion f : D — G
definiert? (D C R etwa ein echtes Intervall)?

Konnen Sie die Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen beweisen?
Wie lauten die Produkt- bzw. Quotientenregel?
Konnen Sie die Kettenregel beweisen?

Ist die Umkehrfunktion einer streng monotonen differenzierbaren Funktion auf einem Inter-
vall D C R auch stets wieder differenzierbar? (Betrachten Sie z.B. f : R — R, f(z) = z3.)
Unter welcher zusdtzlichen Voraussetzung ist die Umkehrfunktion differenzierbar?

Wie lautet der Satz iiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion? Erldutern Sie ihn am
Beispiel von exp und In.

Was besagt das Fermatsche Lemma iiber das Vorliegen eines lokalen Extremas einer diffe-
renzierbaren Funktion f : D — R in einem inneren Punkt a € D?

14



260.
261.
262.

263.
264.

265.
266.
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267.

268.
269.
270.

271.

272.

273.
274.
275.
276.

277.
278.

Was besagt der Satz von Rolle?
Was besagt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung?

Kann man in diesem die Voraussetzungen (Stetigkeit im abgeschlossenen Intervall, Differen-
zierbarkeit im offenen Intervall) abschwéchen?

Was besagt der Schrankensatz?

Nennen Sie einige Anwendungen des Mittelwertsatzes bzw. des Schrankensatzes. (Kennzeich-
nung konstanter Funktionen auf Intervallen, Monotoniekriterien, Konvexititskriterien)

Wie lautet der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung?

Warum besitzt eine Regelfunktion f : [a,b] =& R genau dann eine Stammfunktion, wenn f
stetig ist?

Fourier-Reihen

Was ist eine periodische Funktion f : R — C? Nennen Sie Beispiele. Warum kann man sich
auf die Betrachtung von 2w-periodischen Funktionen beschrianken?

Was versteht man unter einem trigonometrischen Polynom?
Was versteht man unter einer trigonometrischen Reihe?

Wie berechnen sich die Koeffizienten dieser Polynome bzw. Reihen mit Hilfe der dargestellten
Funktionen?

Zeigen Sie: Ist f : R — C eine 2w-periodische Funktion, die sich durch die trigonometrische
Reihe Y77 crer (ex(z) = exp(ikz)) darstellen 1a8t, wobei die Reihe gleichmiBig auf R
konvergiert, dann ist

27

ap = 5 (t) exp(—ikt)dt.
0

Wie sind die Fourier-Koeffizienten einer lokal integrierbaren 2m-periodischen Funktion f :
R — C definiert?

Was versteht man unter der Fourier-Reihe einer solchen Funktion?
Was besagen die Orthogonalitiitsrelationen fiir das System (eg)rez? (er(z) = exp(ikz))
Wie lauten die Fuler-Fourierschen Formeln zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten?

Konnen Sie die Fourier-Koeffizienten der Funktion f : R — R mit

-1, falls — 7 <z <0,

0, falls = 0,2 = +m,
flz) =

1, falls 0 < z <,

flx+2n) firzeR

berechnen? Wie lautet die Fourier-Reihe Soo (f)(2)? Gilt Soo (f)(x) = f(z) fiir alle z € R?
Erldutern Sie das Gibbsche Phdnomen am vorigen Beispiel.

Was versteht man unter dem Dirichlet-Kern einer Funktion f € V? Welche Haupteigen-
schaften hat er?

15



279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

288.

289.

290.
291.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den ,reellen® Koeffizienten ay, by, und den kom-
plexen Koeffizienten ¢, = f(k)?

Wie vereinfacht sich die Fourier-Reihe einer Funktion f € V' (V wie in der der Vorlesung),
wenn f

(a) eine gerade Funktion,

(b) eine ungerade Funktion
ist?

Wie lautet der Satz von Dirichlet iiber die Konvergenz der Fourier-Reihe einer Funktion
f € V, vorausgesetzt die einseitigen Grenzwerte

fle+h) - fzy)

fi@) = lim ;
h>0
und
h<0

existieren. (f(z4) und f(z_) sind die einseitigen Grenzwerte in z, die nach Voraussetzung
(f Regelfunktion) stets existieren.)

Konnen Sie unter Anwendung des Dirichletschen Satzes das Dirichlet-Integral

© dint
/ sin dt
o 1

berechnen? (Die Existenz wurde bei den uneigentlichen Integralen gezeigt.)

Was besagt der Satz von Féjer? Wie ist der Féjer-Kern definiert? Was besagt der Zusatz,
wenn f stetig ist?

Folgen Sie aus dem Satz von Féjer: Konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion f € V' an
einer Stelle z € R, dann gilt

SelP@) = fla) o= LRI EIE2)

Ist f € V und f n-mal stetig differenzierbar (n > 2), dann konvergiert die Fourier-Reihe
Soo(f) von f auf R gleichmiBig gegen f.

Welche Minimaleigenschaft haben die Fourier-Koeffizienten fiir die Polynome einer Funktion
fev?

Begriinden Sie, warum das n-te Fourier-Polynom von f € V die Orthogonalprojektion von f
auf den Raum der von e_n, e_(n_1),--. , €—1, €0, €1, - . . , €, aufgespannten Fourier-Polynome
ist.

Wie lautet die Besselsche Ungleichung?
Was besagt die Parsevalsche Gleichung?
Was folgt aus der Besselschen Ungleichung iiber das Wachstum der Fourier-Koeffizienten?

Was besagt die Vollstindigkeitsrelation fiir das System (e)rez im Raum V?

16



292. Zeigen Sie, daf fiir die Fourier-Reihe S, (f) der Funktion f : [-7, 7] = R, f(t) = ¢ gilt

oo

Soo(£)(@) = 3% + 4> G cos(ka)

k=1

und beweisen sie damit

1

2
BT e

€(2) =

M8

x~
Il
—

Verwenden Sie die Vollstindigkeitsrelation (Besselsche Gleichung) fiir das System (ey)rez
und die Funktion f, um auch

1 _ =

k% — 90

NE

C(4) ==

=~
Il
-

Zu zeigen.

16 Metrische Rdume und Abbildungen zwischen metrischen
Réumen

293. Was versteht man unter einer Metrik auf einer Menge X (# 0)?

294. Was ist ein metrischer Raum?

295. Nennen Sie Beispiele fiir metrische und normierte Rdume.

296. Welche Metriken (Normen) auf dem R"™ bzw. C” sind IThnen bekannt?

297. Wie ist der Begriff der e-Umgebung (offene Kugel) in einem metrischen Raum definiert?

298. Wie sind die Begriffe ,,offene Menge“ und ,,Umgebung® in einem metrischen Raum definiert?

299. Welche Grundeigenschaften hat das System der offenen Teilmengen eines metrischen Raum-
es?

300. Warum ist eine offene Kugel offen?

301. Wann heifit eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X abgeschlossen?

302. Wie ist der Rand einer Teilmenge A C X definiert?

303. Warum gilt A abgeschlossen in X <= 9A C A? Wie ist der Abschlul A definiert?
304. Was ist ein Haufungspunkt einer Teilmenge M eines metrischen Raumes X7

]
305. Wie ist das Innere einer Teilmenge M C X definiert? Warum ist das Innere M stets eine

offene Menge von X und wann gilt M offen <= M = M und A C X abgeschlossen <
A=A? (A= AUODA)

306. Wann heifit eine Folge (zr) von Elementen zj, eines metrischen Raumes X konvergent mit
dem Grenzwert x € X?

307. Warum ist der Grenzwert im Fall der Existenz eindeutig bestimmt? (Hausdorfl-Eigenschaft)

308. Wann heiflen 2 Metriken d und d' auf X streng fiquivalent?
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309.

310.

311.
312.

313.
314.
315.

316.

317.

318.

319.

320.
321.

322.

323.

324.
325.

326.

327.

328.
329.

330.

Warum sind die von der Maximumsnorm bzw. euklidischer Norm auf C” stammenden Me-
triken streng dquivalent?

Was bedeutet dies fiir die Konvergenz einer Folge (ay) im C" beziiglich der euklidischen
Metrik?

Was ist ein vollstindiger metrischer Raum?

Warum ist C" (bzw. R™) mit der euklidischen oder Maximumsmetrik versehen ein vollstindi-
ger metrischer Raum?

Kennen Sie einen nicht vollsténdigen metrischen Raum?
Was ist ein Banachraum, was ist ein Hilbertraum? Nennen Sie Beispiele und Gegenbeispiele.

Erldutern Sie den Begriff der e-J-Stetigkeit bzw. der Folgenstetigkeit fiir Abbildungen zwi-
schen metrischen Réumen.

Warum ist e-9-Stetigkeit zur Folgenstetigkeit &dquivalent?

Formulieren Sie den Stetigkeitsbegriff mit Hilfe des Begriffs der Umgebung bzw. offener
Mengen. Geben Sie insbesondere eine dquivalente Aussage mit Hilfe offener Mengen fiir die
globale Stetigkeit.

Begriinden Sie: Die Zusammensetzung stetiger Funktionen ist wieder stetig.

Wie ist die Operator-Norm fiir eine lineare Abbildung A : V — W (V, W K-Vektorrdume)
definiert?

Warum ist die Operator-Norm tatséchlich eine Norm?

Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung A : V. — W (V, W K-Vektorrdume) ist genau dann
stetig, wenn Sie beschréinkt ist, d.h. es gibt ein C > 0 mit ||Av||w < C||v]|y fiir allev € V.

Nennen Sie ein Beispiel fiir einen Vektorraum V' bzw W und eine lineare Abbildung D :
V — W, die nicht stetig ist.

Erldutern Sie folgende Aussage und prazisieren Sie die Voraussetzungen: f hat bei Annihe-
rung an a den Grenzwert g bzw.

g = lim f(z).
z€D

z#a

Erldutern Sie den Begriff der stetigen Fortsetzbarkeit.

Was versteht man unter der induzierten Metrik auf einer Teilmenge M eines metrischen
Raums? Wann mufl man nicht zwischen den offenen Mengen in M und den offenen Mengen
in X unter scheiden? Nennen Sie ein Beispiel, wo es auf den Unterschied ankommt.

Wie ist die Produktmetrik definiert, welche universelle Figenschaft hat sie?

Welche Konsequenzen ergeben sich fiir stetige Abbildungen f: D — R™ (D C R"; m,n €
N) hinsichtlich der Komponenten f, : D - R (1 <v <m)?

Motivieren Sie die Einfiihrung des Begriffs , kompakt“.

Erliutern Sie den Begriff ,kompakt“, insbesondere auch den Begriff der Uberdeckung und
der Teiliiberdeckung.

Warum ist R™ kein kompakter metrischer Raum?
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331.
332.

333.
334.
335.

336.
337.
338.
339.
340.

341.
342.

343.
344.

345.
346.
347.

348.

349.

350.
351.
352.

Wann ist ein Teilraum A C X kompakt?

Erldutern Sie, warum ein kompakter Teilraum K eines metrischen Raumes stets beschrinkt
(was bedeutet das?) und abgeschlossen ist.

Inwieweit gilt hiervon die Umkehrung?
Was besagt das allgemeine Intervalschachtelungsprinzip?

Warum, ist das Produkt X x Y (versehen mit der Produkttopologie) zweier kompakter
metrischer Rdume X und Y wieder kompakt?

Warum ist ein Intervall [a,b] C R kompakt?

Warum ist [a, b] folgenkompakt?

Warum sind fiir [a, b] die Kompaktheit und Folgenkompaktheit dquivalent?
Was besagt der Satz von Heine-Borel im R™ bzw. C™?

»Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.“ Erliutern und prizisieren Sie diese Aus-
sage.

Welche Folgerungen ergeben sich hieraus fiir reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen?

Warum ist eine stetige Abbildung f: X — Y (X kompakter metrischer Raum, Y beliebiger
metrischer Raum) stets gleichmBig stetig?

Wie kann man diesen Satz zur Definition von iterierten Integralen verwenden?

Sei X # (). Wie ist auf dem Vektorraum B(X) der beschrinkten (reellwertigen) Funktionen
die Supremumsnorm definiert?

Erldutern Sie den Unterschied zwischen gleichmifliger und punktweiser Konvergenz.
Wie ist das Standardskalarprodukt im R”™ bzw. C™ definiert?

Was besagt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung im K"™. Wie folgt aus ihr die Dreiecksun-
gleichung fiir die euklidische Norm?

Warum gibt es zu jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R eine Folge (py) von Polynomen, die
gleichmiflig gegen f konvergiert? (Spezialfall des Weierstrafischen Approzimationssatzes)

Folgern Sie mit Hilfe des Weierstrafischen Approximationssatzes, dafl jede stetige Funktion
f:]a,b] = R eine Stammfunktion besitzt. (Man braucht also die Integralrechnung nicht zu
bemiihen, um nachzuweisen, daf eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall eine
Stammfunktion besitzt!)

Was besagt der Satz von Bolzano-Weierstrafl im R"?
Was besagt der Banachsche Fixpunktsatz? Konnen Sie ihn beweisen?

Nennen Sie (mindestens) zwei Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes.
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353.

354.
355.
356.

357.
358.

359.
360.
361.
362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

Differentialrechnung fiir Abbildungen f : R" — R™

Wann heifit eine Abbildung (D C R” offen) f: D — R™ (total) differenzierbar an der Stelle
a € D? (n,m € N)

Wie ist das Differential df(a) erklirt?
Warum ist eine in a € D total differenzierbare Funktion dort partiell differenzierbar?

Wie ist die Jacobi-Matrix J(f;a) = erklirt? Welcher zusammenhang besteht mit dem Dif-
ferential df(a)?

Wie ist grad f(a) oder V f(a) definiert?

Wenn grad f(a) existiert, ist dann f notwendig in a differenzierbar? Beweis oder Gegenbei-
spiel.

Nennen Sie Permanenzeigenschaften des Differenzierbarkeitsbegriffs.
Was besagt die Kettenregel fiir die Zusammensetzung differenzierbarer Abbildungen?
Spezialisieren Sie die Dimensionen m und n, und formulieren Sie Spezialfille der Kettenregel.

Erlautern Sie, warum fiir eine in a € D differenzierbare Funktion f : D — R alle Rich-
tungsableitungen 9, f in a existieren, und warum 9, f(a) = (grad f(c),v). (||[v]|2 = 1) Welche
Maximaleigenschaft hat V f(c) in diesem Fall?

Kennen Sie ein Beispiel einer Funktion fiir welche alle Richtungsableitungen in einem Punkt
a € D existieren, die aber in a nicht (total) differenzierbar ist?

Was ist das wichtigste hinreichende Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit eine Abbil-
dung f: D — R™?

Eine differenzierbare Abbildung f : D — R™ heifit in a € D stetig differenzierbar, wenn
durch a — df(a) eine stetige Abbildung D — Hom(RR™,R™) definiert wird. Zeigen Sie: h
ist genau dann stetig differenzierbar in ¢, wenn die Komponentenfunktionen f, von f in ¢
stetig partiell differenzierbar sind. (1 < v < m)

Die folgenden Implikationen fiir eine Funktion f : D — R sollten Thnen bekannt sein:

stetig

—

stetig partiell _ (total) differenzierbar ——-
differenzierbar

|

. alle
—— Richtungsableitungen
existieren

partiell
differenzierbar

stetig
differenzierbar

Erliutern Sie die Schreibweise

_of of

fiir eine differenzierbare Funktion f: D — R.
Wie sind die héheren partiellen Ableitungen definiert? Welche Motivationen fiir diese sind

Thnen geldufig bzw. werden in der Literatur verwendet?
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377.
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379.
380.
381.
382.
383.
384.
385.

386.
387.

388.

389.

390.

Was besagt der Satz von H. A. Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der Differentiationsrei-
henfolge? Gilt er immer? Gegenbeispiel?

Wie ist die Rotation eines Vektorfelds F := (Fy, Fz, F3) : D — R? definiert? (D C R? offen)
Erldutern Sie die Physiker-Schreibweise

rot F =V X F = (61,62,63) X (F17F27F3).
Warum ist fiir ein zweimal stetig partiell differenzierbares Vektorfeld F : D — R3 (D C R?
offen) rot grad F' = 07
Wie ist die Divergenz eines Vektorfelds F': D — R™ (D C R™ offen) definiert?

Warum ist fiir ein zweimal stetig partiell differenzierbare Vektorfeld f : D — R3 (D c R?
offen) div(rot F) = 0?

Ist F:= (Fy,...,F,) : D — R" (D C R" offen) ein zweimal stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld, dann gibt es hochstens dann eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D —
R mit grad f = F, wenn 0;F; = ;F; gilt (1 < j < < n) (Integrabilititsbedingungen).
Diese Bedingungen sind damit dquivalent, daf die Jacobi-Matrix J(F';x) symmetrisch ist.

Zeigen Sie, daff das Gravitationsfeld F' : R® — {0} - R, z = —GmM ﬁg die Integrabi-

litdtsbedingungen erfiillt (rotationsfrei ist), und finden Sie eine Funktion f: R3 — {0} - R
mit grad f = F.

Was besagt der Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen f : D — R (D C R"
sternformig oder konvex)?

Was besagt der Mittelwertsatz in integrierter Form?

Was besagt der Schrankensatz?

Was ist ein zusammenh#ngender bzw. bogenweise zusammenh#ngender metrischer Raum?
Warum sind Intervalle zusammenh&ngend?

Warum gilt stets: Aus bogenweise zusammenhingend folgt zusammenhingend.

Gilt stets die Umkehrung? Gegenbeispiel!

Warum gilt fiir offene Teilmengen D C R™ die Umkehrung?

Wie lassen sich die konstanten Funktionen auf Gebieten D C R™ charakterisieren?

Ist D C R™ eine offene Teilmenge und f : D — R eine differenzierbare Funktion, die in
a € D ein lokales Extremum hat, dann ist notwendig V f(a) = 0.

Was ist ein kritischer (stationiirer) Punkt fiir eine Funktion f: D — R"?

Was beinhaltet die Taylorsche Formel mit Restglied fiir eine Funktion f € C?(D;R), D C R"™
offen?

Wie kann man sie anwenden, um hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen von lokalen Ex-
trema zu erhalten?

Wie ist die Hesse-Matrix fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion definiert?
Warum ist sie symmetrisch?

Was sind die wichtigsten Kriterien fiir positive bzw. negative Definitheit einer symmetrischen
Matrix H € R™*"?
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Wie lautet ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Minimas fiir eine
Funktion f € C*(D;R), D C R" offen?

Sei K C R™ kompakt und f : K — R stetig und im Inneren von K differenzierbar. Wie
wiirden Sie vorgehen, um alle Extrema (lokale, globale) von f zu bekommen?

Wie lautet der lokale Umkehrsatz fiir differenzierbare Abbildungen f: D — R™ (D C R"
offen)?

Wann ist f: D — IR™ eine offene Abbildung?
Was besagt der globale Umkehrsatz?

Was besagt der Satz iiber die Lagrangeschen Multiplikatoren? (Extremwerte unter Neben-
bedingungen)

Konnen Sie diesen Satz anwenden, um zu zeigen, dafi eine reelle symmetrische Matrix stets
einen reellen Eigenwert hat?
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