1. FORMALE LOGIK

Proposition 1.1. Die logischen Elementarverknipfungen — gehorchen  folgenden
Aquivalenzen:

(1.1) PAp <= p Idempotenz
(1.2) pVp <= p

(1.3) PAqg <= qAD Kommutativitit
(1.4) pVqg < qVp

(1.5) (pAQ) AT <= pA(qgAT) Assoziativitit

(Vg Vr <= pV(qgVr)

(1.7) pA(gVr) < (pANq)V(pAr) Distributivitit

1 pV(gAr) <= (Vg APV

(1.9) —(pAq) <= (—p)V(7q) De Morgansche Regeln

(1.10) ~(pVae) = (=p) A (=g)

Beweis. Ubungsaufgabe (z.B. mittels Wahrheitstafeln) 0

Axiom 1.2. Fir die Quantoren werden folgende Regeln als wahr angenommen:

(1.11) Vaec AVbe B: p(a,b) <= VbeBVYaecA: pla,b)
(1.12) dae A3be B: pla,b) < 3TJbeBJacA: pla,b)
(1.13) dac AVbe B: p(a,b) = VbeB3JacA: p(a,b)
(1.14) “(Va€e A: pla)) <= FacA: =(p(a))
(1.15) —(Ja€ A: pla)) <= VaecA: =(pa))

Frage 1.3. Warum gilt die Implikation in Gleichung (1.13) nur von links nach rechts?
Finden Sie ein Beispiel, bei dem die umgekehrte Implikation falsch wird.



2. MENGENLEHRE

Definition 2.1. Seien A, B C X zwei Teilmengen einer Menge X, so definiert man:
Vereinigung AUB:={re€ X |z € A V x € B}
Durchschnitt ANB:={re€X |z €A AN z € B}
Differenz A\ B:={re X |z€ A N z ¢ B}
Komplement  A%:= X\ A={zec X |z ¢ A}

Proposition 2.2. Fir A, B,C, D beliebige Mengen gilt:

(2.1) ANBCACAUB
(2.2) AcCcB ANCCD = AuCcCBUD
(2.3) ACB ANCCD = AnCcBND

Beweis. Zu (2.1):{z |z € AN zxeB} C{z|zecA} C{z|xe€ AV x € B} gilt nach
den Regeln der formalen Logik, denn sei p(z) := = € A und ¢(z) := = € B, so folgt:
p(x) Ag(zr) = plxr) = p(x) v q(@)

(eventuell mittels Wahrheitstafeln nachpriifen).

Zu (2.2): Fiir beliebige x gilt:

reAuC &L seavaeec MBS seBvred &L seBUD

Zu (2.3): Analog zu (2.2) mit A statt V. O



3. AXIOME DER REELLEN ZAHLEN

Fiir die Menge R der reellen Zahlen gelten folgende Axiome:

Kﬁrperaxiome (Rechenregeln, algebraische Struktur):

(A1) Va,beR: a+b=b+a
(M1) Va,beR: a-b=b-a
(A2) Va,bceR: (a+b)+c=a+(b+c)
(M2) Va,b,ceR: (@a-b)-c=a-(b-c)
(A3) dJ0eRVaeR: a+0=a
(M3) dl1eRVaeR: a-l1=a
(A4) VaeRI(—a) eR: a+(—a)=0
(M4) VaeR\{0} 3(a ) eR: a-(at)=1
(D) Va,b,ceR: a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Diese Axiome gelten in jedem beliebigen Kérper K (ersetzt tiberall R durch K).

Zuséatzlich definieren folgende Axiome eine Ordnungsrelation auf R:

Anordnungsaxiome (Ungleichungen, Abschitzungen):

(AO1) VaecR Es gilt genau eine der Aussagen: a € P, a =0, (—a) € P
(AO2) Va,be P: a+beP

(AO3) Va,be P: a-bepP
P ist die Menge der positiven Elemente (des Korpers). Fiir R ist P = R*

a<b <= b+(—a)>0 dh b+ (—a)eP
a<b <= a=b V a<b



Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen (diese gelten in jedem angeordneten Korper):

Va,beR: Es gilt genau eine der Aussagen: a<b, a=b, b<a
Va,b,ce R: a<bANb<c = a<c

Va,b,c,d e R: a<b N c<d = a+c<b+d

Va,b,ce R: a<bNc>0 = a-c<b-c

Va,beR: a<b <+ —a>-b

Va,be R: a<b ANb<a <= a=0b

VaeR: a?0 = a*>0 Speziell: 1=1-1>0
VaeR: a>0 <= a'>0

Va,beR: 0<a<b <= 0<bl<al



Der Betrag auf R

r fallsx >0

Betragsfunktion: |.|: R - R, = — |z| :=
—x fallsz <0

Eigenschaften:
evVxeR: [z2]>0 A (Jz|=0 <= 2=0)

eV, ycR: oyl =|z| |y speziell:  |—z| = |z|
eVr,ycR: |zty| <|z|+ |y Dreiecksungleichung
eVr,yeR: |lz|—|y|| <]z Lyl umgekehrte Dreiecksungleichung

eVxeR, e2>0: |z|<e <= —e<zx<c¢ speziell fir ¢ := |z



Maximum /Minimum, Supremum /Infimum

Definition 3.1. Sei M C R.
¢ € R heiit Maximum von M <= ce M AVxe M: z<c¢
¢ € R heifit Minimum von M <—=ce M AVzeM: z>c

Maximum/Minimum sind eindeutig, da aufgrund der Anordnungsaxiome aus ¢ < ¢
und ¢ < ¢ sofort ¢ = ¢ folgt.

Definition 3.2. Sei M C R.
s € R heiit obere Schranke von M <= Ve e M : 2 <s
s € R heiit untere Schranke von M :<—=Vze M : z>s

Das Vollstindigkeitsaxiom:
Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge () # M C R reeller Zahlen hat
(VA) eine kleinste obere Schranke sy € R; d.h.
VeeM: x<sy AN Vs € R obere Schranke zu M gilt: sy < s

Man nennt sy das Supremum sup M der Menge M (Analog: Das Infimum inf M von
M ist die grofite untere Schranke einer nichtleeren, nach unten beschrinkten Menge () #
M CR).

sup, inf sind eindeutig bestimmt, als (eindeutiges) Maximum/Minimum der Menge aller
oberen/unteren Schranken.

Satz 3.3 (Skript 1.3.1). Ist so € R eine obere (untere) Schranke von ) # M C R, so ist
so=supM <<= Ve>0dreM: ss—e<zx
so=infM <= Ve>0doxeM: sp+e>=x

Satz 3.4 (Archimedisches Prinzip, Skript 2.2.1). Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist
nicht nach oben beschrdinkt, d.h.

VeeRIneN: n>zx

Beweis. [Widerspruch] Annahme: N ist nach oben beschrinkt.

Wegen () # N C R (V:A) d59 € R kleinste obere Schranke mit Vn e N: n < s
so =supN = sy — 1 ist keine obere Schranke, d.h. AN e N: N > sy —1
= Sso<N+1€N k zuVneN: n<s

= N ist nach oben unbeschrankt. O



4. NATURLICHE ZAHLEN, VOLLSTANDIGE INDUKTION

Vorgang des Zéahlens; starte bei 1 und zu jeder bereits konstruierten Zahl N definiere den
Nachfolger N + 1 als Summe aus N und 1.

= Natiirliche Zahlen wachsen (wegen 0 < 1 gilt stets N < N + 1) und sind nach oben
unbeschriankt, d.h. Ve e R4AN e N: N > x.

Definition 4.1. Eine Menge Z C R heit Zihlmenge (oder induktive Menge)
= lecZ NVoeeZ:a+1cZ

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist die kleinste Zahlmenge, d.h. N := ﬂ A
ZCR Zdhlmenge

Esgilt: ne N <= VZ CR Zéhlmenge: n € Z.

Satz 4.2 (2.1.3). Fir M CNmit1 € M undVm e M : m+1€ M gilt bereits M = N.

Satz 4.3 (2.1.4). Sei A(n) eine von n € N abhingige Aussage und es gelte:

o A(1) ist wahr.
eVneN: A(n) = An+1)

so ist A(n) bereits fir alle n € N erfiillt.

Analog gilt: Sei A(n) eine von n € N abhdngige Aussage und es gelte:

o A(1) ist wahr.
eVneN: A(1) N A(2) A...AN An—1) AN A(n) = A(n+1)

so ist A(n) bereits fir alle n € N erfillt.

Rekursive Definitionen:

Satz 4.4 (Dedekindscher Rekursionssatz). Sei B # () eine nichtleere Menge und
f: N— B eine Funktion mit

e f(1) ist definiert
e JF : N x B — B, (njz) + F(n,z) eine (Schar-)Funktion mit
f(n+1)= F(n, f(n)) fir allen € N.

so ist die Funktion f eindeutig festgelegt (und wohldefiniert).



5. METRISCHE RAUME, NORMIERTE VEKTORRAUME

Definition 5.1. Sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R, (z,y) — d(z,y)
heiffit Metrik, genau dann, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(M1) d(z,y) =0 <<= z=y Definitheit
(M2) d(z,y) = d(y,z) Symmetrie
(M3) d(z,z) <d(xz,y)+ d(y, 2) Dreiecksungleichung

Weiterhin gilt fiir beliebige x,y € X: d(x,y) > 0 (folgt aus (M1), (M2) und (M3)).

Definition 5.2. Sei V ein K = R oder C-Vektorraum. Eine Abbildung ||.||: V — R, v +—
||v]| heift Norm, genau dann wenn fiir alle v,w € V und alle A € K gilt:

(N1) |lvl=0 <= wv=0 Definitheit
(N2) A= ol = [A] - [lv]] Homogenitét
(N3) v+ w| < ||| + |lw]] Dreiecksungleichung

Wieder gilt ||v]| > 0 fiir beliebige v € V' (folgt aus (N1), (N2) und (N3)).

Aus jeder Norm kann man einen Abstandsbegriff, d.h. eine Metrik erhalten, indem man
definiert: d(z,y) := ||x — y||. Ein normierter Vektorraum ist also immer auch ein metrischer
Raum (Die Umkehrung gilt nicht).

Definition 5.3. Zwei Normen ||.|| und |||.||| auf dem K-Vektroraum V' heifien dquivalent
<= da,feR, a>0,>0VveV: afv| || <60

Dies ergibt eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf einem festen
Vektorraum V.

Aquivalente Normen ergeben den gleichen Konvergenzbegriff (Umgebungen liegen
geschachtelt ineinander).

Satz 5.4. Alle Normen im K" (K =R oder C und n € N) sind dquivalent.

Corollar 5.5. Alle Metriken im K" (K = R oder C und n € N), die durch Normen
erzeugt werden, ergeben den gleichen Konvergenzbegriff.



6. KONVERGENZ VON ZAHLENFOLGEN

Definition 6.1. Eine Folge (a,)nen (a, € K) konvergiert gegen a € K
<= Ve>0INeNVn>N: |a, —a|<e

<= Ve>03adNeNVn>N: a, €U.(a) ={z €K ||xr—a| <e}

Satz 6.2. (ay)nen, (bn)nen konvergente Folgen reeller Zahlen mit a := lim,_ ap, b 1=
lim,, .o b,. Gilt fiir fast alle n € N: a,, < b,, so folgt a = lim,,_ a, <lim, ., b, =b

Corollar 6.3. (¢;)nen konvergente Folge reeller Zahlen mit ¢ := lim,,_,, ¢, und o, 5 € R.
Gilt fir fast allen € N: a < ¢, < 3, so folgt a« < ¢ < [5.

Beweis. Benutze zweimal den Satz 6.2. Einmal fiir die konstante Folge (a)neny und die
Folge (¢,)nen (ergibt die untere Abschitzung) und einmal fiir die Folge (¢, )nen und die
konstante Folge (3),en (ergibt die obere Abschitzung). O

Corollar 6.4. (a,)nen, (bn)nen konvergente Folgen reeller Zahlen mit a := lim, . a, =
lim,, o0 b, und (x,)nen eine Folge reeller Zahlen. Gilt fir fast alle n € N: a,, < x, < by,
50 ist (Ty)nen konvergent mit lim,, . x, = a.

Satz 6.5. (an)nen, (bn)nen (an,bn € K) zwei konvergente Zahlenfolgen mit a :=
lim,, .o ap, b:=1lim, .. b,. Es gelten folgende Rechenregeln:

(1) (an + bp)nen ist konvergent mit lim,, o (a, + b,) =a+b
) (an « bp)nen ist konvergent mit lim,_..(a, - b,) =a-b
) (A - ap)nen ist konvergent mit lim,, o (A - a,) = A - a fir jedes A € K
) Falls b # 0 ist (Z—:)neN konvergent mit limn_,oo(‘;—:) =3
) (|an|)nen ist konvergent mit lim,, .. (|a,|) = |al
) (@n)nen ist konvergent mit lim, . (G,) =@
) Fiir (an)nen komplexe Zahlenfolge (a,, € C) und a € C sind dquivalent:
o (ap)nen konvergiert mit lim, .o a, = a
e (Re(an))nen, (Im(ap))nen konvergieren mit lim,_..(Re(a,)) = Re(a) und
lim,, oo (Im(ay,)) = Im(a)

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht, d.h. aus der Konvergenz der Folgen (a, + b,)nen
oder (a, - by)nen kann beispielsweise nicht auf die Konvergenz der Einzelfolgen (a,)nen
und (b, )nen geschlossen werden.



Lemma 6.6. Seien (an)nen eine beschrinkte Folge und (by)nen eine Nullfolge, so ist auch
(ap - bp)nen eine Nullfolge.

Satz 6.7. Jede reelle, monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge (ay)nen kon-
vergiert (und zwar gegen sup {a, | n € N}).

Jede reelle, monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge (b,)nen konvergiert (und
zwar gegen inf {b, | n € N}).

Definition 6.8. a € K heift Haufungspunkt einer Folge (ay,)nen
<= In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich viele Folgenglieder, d.h.
Ve>0VNeNdIn>N: a, €U(a)

Es gilt:

(1) a € K ist Haufungspunkt der Folge (a,)nen <= (an)nen enthilt eine gegen a
konvergente Teilfolge.
(2) Konvergente Folgen haben genau einen Haufungspunkt (Umkehrung gilt nicht).

Satz 6.9 (Bolzano-Weierstral). Jede beschrinkte reelle (komplexe) Zahlenfolge besitzt
einen Hdaufungspunkt.

Definition 6.10. Eine reelle (komplexe) Zahlenfolge (a,)nen heifit Cauchy-Folge <=
Ve>0dNeNVnm>N: |a,—an| <e

Satz 6.11. Eine reelle (komplexe) Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Damit gilt sofort:
(an)nen konvergiert nicht <= 3Je>0VNeNInm>N: |a, —ay,| >«

10



7. MACHTIGKEIT VON MENGEN, ABZAHLBARKEIT — UBERABZAHLBARKEIT

Definition 7.1. Seien A, B zwei Mengen.
A ~ B (gleichmichtig) <= 3 f : A — B bijektiv
A < B (B méchtiger als A) ;<= 3 f : A — B injektiv

~ ist eine Aquivalenzrelation (Ubung)

A ~ B gilt genau dann, wenn eine Zuordnung der Elemente von A auf die Elemente von
B moglich ist, bei der weder Elemente von A noch von B iibrig bleiben.

A < B gilt genau dann, wenn eine Zuordnung der Elemente von A auf die Elemente von B
moglich ist, bei der hochstens Elemente von B (aber keine Elemente von A) iibrig bleiben.

Satz 7.2 (Schroder-Bernstein). Seien A, B zwei Mengen. Gilt A < B und B < A so folgt
bereits A ~ B.

Definition 7.3. Eine Menge A heif3t
endlich

abzihlbar unendlich
(hochstens) abzihlbar

iiberabzihlbar

A=QoderAINeN: A~{1,2,3,...,N}
A~N

A < N (&quivalent dazu A endlich oder A ~ N)
N<Aund A ¥ N

11t

Die Giiltigkeit folgender Aussagen sollte klar sein:

e Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
e Vereinigungen endlich vieler endlicher Mengen sind endlich.
e Kartesische Produkte endlich vieler endlicher Mengen sind endlich.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht endlich, nach Definition aber abzihlbar
unendlich.

Ebenfalls abzihlbar unendlich (und damit gleichméchtig zu N) sind: N~ Ny ~Z ~ Q ~
NXN~ZXZ~QxQ

Fiir (hochstens) abzihlbare Mengen gelten folgende Aussagen (vgl. oben; Ubung):

e Jede Teilmenge einer (hochstens) abzdhlbaren Menge ist (hochstens) abzéahlbar.

e Vereinigungen abzihlbar vieler (hochstens) abzahlbarer Mengen sind (héchstens)
abzahlbar.

e Kartesische Produkte endlich vieler (hochstens) abzdhlbarer Mengen sind
(hochstens) abzéhlbar. ABER: Kartesische Produkte abzdhlbar unendlich vie-

ler (sogar endlicher) Mengen sind im Allgemeinen iiberabzihlbar, z.B. {0, 1}N.

Die Potenzmenge P(A) jeder beliebigen Menge A ist echt méchtiger als A, d.h. A < P(A)
und A ¢ P(A).
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8. REIHEN — KONVERGENZKRITERIEN

Definition 8.1. Zu jeder Folge (ax)ren (mit a; € K) definiert man die Reihe > ay als

Folge (sy,)ren der Partialsummen s; := S°°

n=1 an-

Eine Reihe ) a; konvergiert :<= Die Folge (s, )nen ihrer Partialsummen konvergiert.

In diesem Fall heifit der Grenzwert >~ aj := Imy_oo Sy = limy_.o ij:l a, der Wert
der Reihe.

Offensichtlich konvergiert eine Reihe ) a; hochstens dann, wenn die Folge ihrer Glieder
ay eine Nullfolge ist.

Definition 8.2. Eine Reihe ) a; heiit absolut konvergent :<—- Die Reihe ) |ax| der
Absolutbetriage konvergiert.

Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz, wihrend die Umkehrung nicht allgemein gilt.

Satz 8.3 (Quotientenkriterium (10.2.11)). Sei Y ay eine Reihe mit a € K und ay # 0
fiir fast alle k.

Jgelo,1[: |

< q fir fast alle k — Zak konvergiert (absolut)

Af+41
Qg

> 1 fiir fast alle k — Zak divergiert

Satz 8.4 (Wurzelkriterium (10.2.13)). Sei > ay eine Reihe mit a;, € K.
dq €]0,1[: +/|ax| < q fir fast alle k = Z ay konvergiert (absolut)
V|ag| > 1 fiir co-viele k = Zak divergiert

Das Wurzelkriterium ist stiarker als das Quotientenkriterium, seine Anwendung ist aber
meist auch schwieriger.

Satz 8.5 (Produktreihensatz (10.4.7)). Seien >  ay, Y. by zwei absolut konvergente
Rethen (ag, by € K), so ist Y oo g an - Y 00Ut = D ove g Pn Mit (Pn)nen, €ine Abzihlung der
Menge {ay, - b, | k.l € No} aller Produkte.

Speziell gilt: > 7 gak - > oot =D ey (Z?:o aj- bn_j>

12



9. STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

Definition 9.1. Eine Abbildung f: D — K (mit § # D C K) ist stetig in a € D
= YV (2n)ney mit , € D und lim z, = a gilt: lim f(z,) = f(a)

n—oo

Speziell konvergiert die Folge (f(zy,))nen der Funktionswerte fiir jede Wahl von (z,,)nen.
f heiBt stetig (in D) <= f ist stetig in jedem Punkt a € D.

Bei stetigen Funktionen sind also Grenzwertbildung und Funktionsauswertung vertausch-
bar.

Satz 9.2 (Aquivalenzsatz (11.2.1)). Fiir eine Funktion f: D — K (mit ) # D C K) und
a € D sind dquivalent:

o YV (Ty)nen mit z, € D und lim,, .o, x, = a gilt: lim, ., f(x,) = f(a)
eVe>030>0: VeeD: |zx—al<d = |f(x)—f(a)<e

eVe>030>0: f(DNUs(a)) CU(f(a))

Satz 9.3 (Rechenregeln). Sei D C K und f,g: D — K beide stetig in a € D, so gilt:

e f+g: D—K, z+— f(x)+ g(zx) ist stetig in a
o f-g: D—K, z— f(x) g(x) ist stetig in a
e [ulls g(a) #0, so z'stg: D' :={x e D|g(x)#0} - K, xH% stetig in a

Die stetigen Funktionen bilden eine K-Algebra.

Satz 9.4. Seien D,E C K und f: D — E stetig in a € D sowie g : E — K stetig in
fla) € E, soist auch go f: D — K stetig in a.

Satz 9.5. Sei f: D — K stetig mit f(a) # 0 fir eina € D CK, so existiert § > 0 mit:
Ve eUs(a) N D: f(x)#0

Satz 9.6 (Nullstellensatz). Sei D C R ein Intervall, f : D — R stetig und a < b € D mit
f(a) <0 und f(b) >0 (bzw. f(a) >0 und f(b) <0) so existiert p € |a, b mit f(p) =0

Corollar 9.7. o ZWS: Jeder Wert zwischen f(a) und f(b) wird angenommen.
e Stetiges Bild eines (kompakten) Intervalls ist wieder ein (kompaktes) Intervall

Anwendungen:
Existenz k-ter Wurzeln und Existenz einer (reellen) Nullstelle bei Polynomen ungeraden
Grades.
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Satz 9.8 (vom Maximum und Minimum). Sei K C K kompakt und f : K — R stetig,
so nimmt f sein Minimum und sein Maximum an, d.h. 3Tree, Trrin € K Vo € K -

f@min) < f2) < f(@raz)
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