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1 Sei Ω ⊂ Rn beschränkt mit ∂Ω ∈ C0,1. Beweisen Sie bitte die Abschätzung

‖u− uΩ‖p∗ ≤ c‖Du‖p ∀u ∈ H1,p(Ω),

wobei 1 ≤ p < n und

uΩ =

∫
Ω

u.

Hinweis: Widerspruchbeweis.

2 Sei Ω ⊂ Rn offen. Definiere die totale Variation einer Funktion u ∈ L1(Ω)
als ∫

Ω

|Du| = sup{
∫
Ω

uDiη
i : ηi ∈ C∞

c (Ω), |η| ≤ 1, η = (ηi) }

Zeigen Sie, daß der Raum BV (Ω) der Funktionen von beschränkter Varia-
tion ein Banachraum ist mit Norm

‖u‖ = ‖u‖1 +

∫
Ω

|Du|

und daß

H1,1(Ω) ⊂ BV (Ω).

Beachten Sie, daß die Distributionsableitung von Funktionen in BV (Ω) im
allgemeinen keine L1-Funktionen sind, sondern Maße. Vergleichen Sie auch
Chap. 10.10 von AII über vektorwertige Maße und die dortige Definition
von totaler Variation.

3 Sei u ∈ BV (Ω), dann gilt für eine Mollifizierung uε von u

(0.1) lim

∫
Ω′
|Duε| =

∫
Ω′
|Du|

für alle Ω′ b Ω mit der Eigenschaft

(0.2)

∫
∂Ω′
|Du| ≡ |Du|(∂Ω′) = 0

Wenn Ω beschränkt mit Lipschitzrand, dann lassen sich BV (Ω) Funktio-
nen fortsetzen, so daß die Bedingung (0.2) für ∂Ω gilt, wobei u auch die
fortgesetze Funktion bezeichnet, vgl. [2], siehe auch [1, Appendix I]; diese
Hinweise gelten auch für Aufgabe 4.

4 Sei Ω b Rn und ∂Ω ∈ C0,1, dann gelten die Sobolevschen Einbettungs-
und Kompaktheitssätze für H1,1(Ω) auch für BV (Ω), desgleichen auch die
Existenz einer Spurabbildung.
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